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Re´sume´ :
Ce travail pre´sente une investigation the´orique des effets multiphysiques a` l’œuvre dans l’os cortical.
A` partir d’une description microscopique inte´grant les effets pie´zo-e´lectriques de la matrice de col-
lage`ne-apatite et les couplages e´lectro-cine´tiques gouvernant l’e´coulement interstitiel, nous de´rivons via
une proce´dure d’homoge´ne´isation une description macroscopique du comportement e´lectro-me´canique
de l’os, description nous permettant de comprendre l’origine des phe´nome`nes e´lectriques observe´s a`
l’e´chelle de l’organe.
Abstract :
In this study, a theoretical investigation of the multiphysical effects governing cortical bone behaviour
is proposed. The microscopic modelling including piezo-electricity of the collagen-apatite matrix and
electrokinetics is upscaled to obtain a macroscopic description of the electric phenomena that can be
measured in bone tissue.
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1 Introduction
La question de la nature des phe´nome`nes e´lectriques observe´s in vivo dans l’os est un serpent de mer
dans le champ de la biome´canique oste´o-articulaire. Meˆme si l’on suspecte les phe´nome`nes e´lectro-
chimiques d’avoir un roˆle majeur dans la me´cano-transduction du remodelage osseux [1], l’origine
physiologique de l’e´lectricite´ observe´e dans l’os vivant n’en demeure pas moins une question ouverte
[2]. Depuis les anne´es 60, les phe´nome`nes pie´zo-e´lectriques induits par les fibres de collage`ne sont in-
voque´s comme un potentiel me´canisme permettant aux cellules me´cano-sensibles de l’os, les oste´ocytes,
de de´tecter les zones du tissu osseux ou` les contraintes sont e´leve´es. Ainsi, le chargement me´canique
ge´ne`rerait localement des potentiels e´lectriques le long des fibres de collage`ne, permettant aux cellules
a` l’œuvre dans le remodelage osseux de de´tecter les zones a` fortes contraintes [3]. La pre´gnance de
cette ide´e s’est estompe´e avec l’e´mergence de nouvelles the´ories s’appuyant sur la de´couverte d’autres
me´canismes plus convaincants, tels que les potentiels d’e´coulement [4], les effets de cisaillement ge´ne´re´s
par l’e´coulement interstitiel sur les membranes cellulaires [5], les interactions entre l’e´coulement inter-
stitiel et les fibres pe´ricellulaires [6], ou encore les microfissures [7].
Nous avons de´veloppe´ une proce´dure de mode´lisation multi-e´chelle s’appuyant sur nos travaux sur
les milieux oste´o-articulaires [8] permettant de rendre compte des phe´nome`nes couple´s. Ainsi, nous
repre´sentons l’os comme un milieu poreux sature´ par un e´lectrolyte et dont la phase solide est pie´zo-
e´lectrique [9, 10]. S’appuyant sur la technique de l’homoge´ne´isation asymptotique telle qu’introduite
par [11, 12], cette me´thode permet de comprendre aux diffe´rentes e´chelles la nature des phe´nome`nes
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e´lectriques. Ainsi, dans une premie`re partie, les ingre´dients du mode`le microscopique sont rappele´s.
Puis, apre`s homoge´ne´isation, le mode`le a` l’e´chelle du tissu osseux est de´crit. En particulier, notre
approche permet de de´crire les potentiels e´lectriques mesure´s in vivo sur un chien qui marche [13].
2 Approche multi-e´chelle
2.1 Ge´ome´trie
L’os cortical est vu comme un milieu poreux sature´ Ω. Le niveau de porosite´ qui doit eˆtre pris en compte
lorsque l’on e´tudie les phe´nome`nes e´lectro-chimiques correspond a` celui du re´seau lacuno-canaliculaire
[14], tandis que l’origine des phe´nome`nes pie´zo-e´lectriques est sise dans la matrice solide Ωs de col-
lage`ne-apatite. Ainsi, la cellule e´le´mentaire repre´sentative Y correspond a` une portion pe´riodique du
syste`me lacuno-canaliculaire, comme montre´ sur la figure 1. Dans cette cellule pe´riodique, les domaines
fluide, respectivement solide, sont note´s Yf , respectivement Ys, tandis que l’interface fluide-solide est
note´e ∂Yfs.
Fig. 1 – Milieu a` l’e´chelle macroscopique (variable X et e´chelle L) et volume e´le´mentaire repre´sentatif
Y (variable x et e´chelle `).
2.2 Mode`le a` l’e´chelle de la porosite´ lacuno-canaliculaire
Dans cette partie, le mode`le multiphysique est pre´sente´ a` la micro-e´chelle de la porosite´ lacuno-
canaliculaire.
En ce qui concerne la phase solide, le vecteur de´placement u et le potentiel e´lectrique φs qui la
caracte´risent sont relie´s par les e´quations de la pie´zo-e´lectricite´ [9] :
∇ · (C : ε(u) +ΠT · ∇φs) = 0, (1)
∇ · (Π : ∇u− ²s · ∇φs) = qs, (2)
ou` interviennent les tenseurs e´lastique C, de permittivite´ ²s, et pie´zo-e´lectrique Π, ainsi que la densite´
volumique de charge dans le solide qs. Par ailleurs, l’ope´rateur ε donne la partie syme´trique du gradient
de la quantite´ conside´re´e, ∇· de´signe l’ope´rateur de divergence, ∇ l’ope´rateur gradient et l’ope´ration
? : ? de´finit le produit doublement contracte´ entre les 2 quantite´s.
Le fluide interstitiel, conside´re´ comme un e´lectrolyte monovalent incompressible et newtonien se
de´plac¸ant en pre´sence d’une force de Coulomb, est traite´ comme propose´ dans [8] :
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∇ · ∇(ψ¯b + ϕ¯) = 1
L2D
sinh ϕ¯, (3)
∇ · (−(pb + pi)I+ 2µf ε(v) + τM ) = 0, (4)
∇ · v = 0, (5)
∂
∂t
(nb exp(∓ϕ¯)) +∇ · (nb exp(∓ϕ¯)v) +∇ · J± = 0. (6)
La premie`re e´quation, dite de Poisson-Boltzmann, permet de repre´senter l’e´volution des potentiels
e´lectriques re´duits (?¯ = F ? /RT , ou` F est la constante de Faraday, R celle des gaz parfait et T
la tempe´rature), potentiels d’e´coulement ψ¯b et de double-couche ϕ¯, et fait intervenir une longueur
caracte´ristique des phe´nome`nes e´lectriques a` l’e´chelle du pore, la longueur de Debye LD. La deuxie`me
e´quation traduit l’e´quilibre de la phase fluide. Outre le terme visqueux ou` interviennent la viscosite´ du
fluide µf et la vitesse de l’e´coulement v, le terme de pression fait intervenir les pressions hydraulique
pb et osmotique de Donnan pi, tandis que s’ajoute un terme e´lectrique quantifie´ par le tenseur de
Maxwell τM , tenseur dont la divergence donne la force de Coulomb. La troisie`me e´quation rend
compte du caracte`re incompressible du fluide. Enfin, en notant nb la force ionique et D± les tenseurs
de diffusion pour les cations et les anions, la dernie`re e´quation, dite de Nernst-Planck, permet de
quantifier l’e´volution des flux de cations et d’anions J± = −D± · (exp(∓ϕ¯)(∇nb ± nb∇ψ¯b)) sous les
effets conjugue´s de la diffusion, de la convection et de l’e´lectro-migration.
A` ces e´quations s’ajoutent les conditions sur l’interface ∂Yfs caracte´rise´e par sa normale unitaire n :
ψb + ϕ = φs, (7)
(−²f · ∇(ψb + ϕ)) · n = σf , (8)
−(Π : ∇u− ²s · ∇φs) · n = σs, (9)
v =
du
dt
, (10)
−J± · n = 0, (11)
Ss · n = Sf · n. (12)
Du point de vue des phe´nome`nes e´lectriques, s’il y a continuite´ des potentiels e´lectriques au niveau
de ∂Yfs, les densite´s surfaciques de charge vues du coˆte´ du fluide σf ou du solide σs pouvant eˆtre
diffe´rentes, un saut du champ e´lectrique est possible. Notons que ²f repre´sente le tenseur de permit-
tivite´ du fluide. Les autres conditions aux interfaces correspondent a` la proprie´te´ non-glissement, au
caracte`re imperme´able des parois du pore, et a` la continuite´ des contraintes normales.
2.3 Homoge´ne´isation
Ces e´quations a` l’e´chelle microscopique sont “propage´es” a` l’e´chelle supe´rieure du tissu cortical en
utilisant la technique de l’homoge´ne´isation asymptotique. Nous renvoyons le lecteur inte´resse´ vers les
re´fe´rences [11, 12] pour plus de de´tails sur cette technique. Cette proce´dure repose sur l’inde´pendance
des e´chelles et permet de de´gager les phe´nome`nes purement microscopiques ou purement macrosco-
piques de ceux ou` les effets des e´chelles interagissent. Ainsi, dans notre cas, le vecteur de´placement, le
potentiel d’e´coulement, la pression du fluide et la force ionique se re´ve`lent eˆtre des variables purement
macroscopiques [9]. Enfin, cette proce´dure permet de de´gager des proprie´te´s effectives du mate´riau
he´te´roge`ne conside´re´, permettant ainsi d’obtenir un mode`le macroscopique de´crivant la physique a`
l’e´chelle supe´rieure.
3 Re´sultats et discussion
3.1 Mode`le a` l’e´chelle du tissu osseux
Au travers de la proce´dure d’homoge´ne´isation, il apparaˆıt que les phe´nome`nes pie´zo-e´lectriques et de
double-couche ne sont plus visibles a` l’e´chelle macroscopique. Ce re´sultat est duˆ aux lois d’e´chelles
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construites a` partir des caracte´ristiques mesure´es pour l’os [9]. Ainsi, le mode`le a` l’e´chelle macro-
scopique consiste a` trouver les variables macroscopiques que sont la vitesse darce´enne V, le vecteur
de´placement u, le tenseur des contraintes totales Stot, la force ionique nb, la pression hydraulique pb,
le potentiel d’e´coulement ψ¯b et la porosite´ ηf , qui satisfont aux e´quations suivantes sur le domaine Ω :
∇X · Stot = 0, (13)
Stot = C∗ : εX(u)−α∗pb + τ ∗, (14)
V = −KP∇Xpb −KC∇Xnb −KE∇X ψ¯b, (15)
∂
∂t
[
nbηfγ
±] = ∇X · [D∗± (∇Xnb ± nb∇X ψ¯b)] , (16)
∇X ·V = −α∗ : ∂
∂t
εX(u) + ϑ
∂
∂t
pb + fe, (17)
∂ηf
∂t
+∇X ·V + ηf∇X · ∂
∂t
u = 0. (18)

Dans ces e´quations, les ope´rateurs de de´rivation spatiale se rapportent a` l’e´chelle macroscopique et
sont indice´s par X. Ce mode`le a` l’e´chelle macroscopique se compose donc de l’e´quation traduisant
l’e´quilibre global (13) ou` intervient le tenseur des contraintes Stot de´fini a` l’aide d’une loi de Biot
modifie´e (14). Dans cette dernie`re expression, les tenseurs homoge´ne´ise´s d’e´lasticite´ C∗, de Biot α∗
et de Maxwell τ ∗ sont explicitement e´tablis dans [9]. Par ailleurs, nous avons montre´ que, dans l’os,
seuls restent les effets poroe´lastiques, les effets e´lectriques demeurant ne´gligeables [10].
Le transport de fluide s’appuie quant a` lui sur une loi de Darcy ge´ne´ralise´e [8] inte´grant, outre le
flux hydraulique en re´ponse au gradient de pression du fluide et caracte´rise´ par la perme´abilite´ de
PoiseuilleKP , des flux osmotique et e´lectro-osmotique en re´ponse aux gradients chimique et e´lectrique,
et caracte´rise´s par les perme´abilite´s e´lectro-chimiques KC et KE respectivement.
Le transport ionique est de´crit a` l’aide d’une e´quation de diffusion (16) ou` interviennent un tenseur de
diffusion effectif D∗± de´pendant d’une tortuosite´ e´lectro-morphologique et un facteur de ponde´ration
des concentrations γ± duˆ aux double-couches [15].
Enfin, les deux dernie`res e´quations (17) et (18) repre´sentent les conservations de la masse totale et
fluide respectivement. Les coefficients de couplage ϑ et fe sont explicitement donne´s dans [9].
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Fig. 2 – Comparaison entre les potentiels e´lectriques mesure´s in vivo par [13] (croix) et les potentiels
d’e´coulement calcule´s via le pre´sent mode`le.
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3.2 Validation a` l’aide des potentiels d’e´coulement
A la lumie`re de ce travail, il semble que l’origine des phe´nome`nes e´lectriques observables in vivo ne
soit imputable ni a` la pie´zo-e´lectricite´, ni aux phe´nome`nes de double-couche, mais aux potentiels
d’e´coulement. Afin d’illustrer cette proposition, nous avons cherche´ a` retrouver a` l’aide du pre´sent
mode`le les mesures e´lectriques obtenues par [13] sur un chien qui marche. En nous inspirant de la
proce´dure propose´e par [4], il est possible d’estimer les potentiels d’e´coulement a` l’aide des e´coulements
interstitiels. En effet, en invoquant le principe de re´ciprocite´ d’Onsager, on peut montrer que le champ
de potentiel d’e´coulement est proportionnel au champ de pression macroscopique [9]. Ainsi, du point
de vue d’un fe´mur, nous repre´sentons la marche par une sollicitation harmonique axiale de type
traction-compression. Cette sollicitation est construite a` partir des donne´es de de´formation fournies
par [13], tandis que le champ de pression est e´value´ a` la manie`re de [16]. Dans ce calcul, les pa-
rame`tres e´lectriques de la microstructure corticale correspondent a` ceux donne´s dans [14] tandis que
les caracte´ristiques poroe´lastiques sont prises dans [17]. En outre, la conductivite´ e´lectrique conside´re´e
est celle d’une solution de chlorure de potassium a` 0.01 M et a` 37˚ C (0.1735 S.m−1).
Nous pre´sentons sur la figure 2 la confrontation entre les mesures de [13] et le re´sultat obtenu avec le
pre´sent mode`le du potentiel d’e´coulement. Cette figure va dans le sens de ce que notre mode`le multi-
e´chelle sugge´rait : les phe´nome`nes e´lectriques physiologiques peuvent eˆtre attribue´s essentiellement a`
l’effet des potentiels d’e´coulement.
4 Conclusion
Cette e´tude a propose´ un traitement e´lectro-chemo-me´canique des phe´nome`nes a` l’œuvre dans l’os
cortical. Ces re´sultats confirment que l’e´lectricite´ mesure´e in vivo a pour origine les phe´nome`nes de
potentiels d’e´coulement, la pie´zo-e´lectricite´ n’e´tant plus visible a` l’e´chelle macroscopique.
Les re´sultats de ce mode`le peuvent en outre apporter un nouvel e´clairage sur la me´cano-transduction
du remodelage osseux. En effet, si la tendance actuelle est de ne prendre en compte que les phe´nome`nes
hydro-me´caniques pour repre´senter l’interaction entre les cellules osseuses et les sollicitations me´cani-
ques a` l’e´chelle du tissu, le pre´sent mode`le permet de ve´rifier jusqu’a` quel point les couplages e´lectro-
chimiques contribuent a` cette me´cano-transduction osseuse.
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